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Exercice 1 Soit P une fonction polynomiale réelle de degré impair et f : R→ R C∞ telle que

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, |f (x)(x)| 6 |P (x)|.

Que dire de f ?

Exercice 2 Soit f ∈ C1([0, 1],R) une fonction deux fois dérivable sur ]0, 1[ telle que f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0
et f(1) = 1. Montrer qu’il existe x ∈]0, 1[ tel que |f ′′(x)| > 4.

Exercice 3 Soit f : R→ R une fonction C2 positive. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que√
f soit dérivable.

Exercice 4 Déterminer tous les morphismes continues de (R,+) dans (GLn(R), ·).

Exercice 5 Soit I un intervalle de R et f : I → R une fonction dérivable. Montrer que f ′(I) est un intervalle
(autrement dit, toute dérivée vérifie les conclusions du théorème des valeurs intermédiaires).

Exercice 6 Soit f : R→ R C∞ telle que f(0) = 0.

1. Montrer que x 7→ f(x)
x se prolonge en 0 en une fonction de classe C∞ sur R.

2. On suppose de plus que f ′′(0) 6= 0 et f(x) > 0 ∀x 6= 0. Montrer qu’il existe g C∞ telle que g2 = f .

Exercice 7 Soit T : C2([0, 1])→ C0([0, 1]) une application linéaire telle que si f possède un maximum local en
x0 ∈]0, 1[, alors T (f)(x0) = 0. Montrer qu’il existe ϕ ∈ C0([0, 1]) telle que pour tout f ∈ C2([0, 1]), T (f) = ϕf ′.

Exercice 8 Soit f ∈ Cn(R,C). On pose, pour k ∈ J0, nK, Mk = supx∈R |f (k)(x)|. On suppose que M0 et Mn

sont finis. Montrer que les Mk sont finis et que pour tout k ∈ J0, nK,
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